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摘 要
本文给 出了一类非光滑函数在多面体区域边界上的迹的定义 , 研究了它们的性
质并给 出了它们的结构形式
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一 己 佳 ,、 ‘二
迹在偏微分方程的边值问题的研究中 , 有着极其重要的地位 一定泛函空间中的函数的
迹的存在与否 , 直接涉及到在此空间上提边值问题的合理性
迹的研究是一经典问题 。 人们从一开始在泛函空间上讨论偏微分方程的边值问题时 , 就
提出了这一问题 。 有很多著名的数学家在此问题上做了大量的工作 。
嵌人定理指 出 二 口 中的函数当 了 可 时是连续的 直到边界 〔习 这样就
使我们可以考虑这样的函数在区域 口 的边界 口。 上的值了 但很多时候我们需要用较弱的
‘
意义给出函数在边界上的值 年前后 和 给出了光滑区域 口 上
空间 平冬口 中函数的迹的一个系统的结果 。 这样 , 光滑区域上 空间的函数的迹的
问题就得到了圆满的解决 非光滑区域给人们带来了很多困难 , 因而很难给出一系统的结果
年对于 边界区域口 上的 空 ’ 食口 , 『, 给出 一 个漂
亮的结果 由于 傀 边界的可微性的限制 , 使得我们在边界上定义高阶 空间
发生困难 对多边形区域边界上的迹做了较系统的研究团 , 他给出了 空间
二口 当 , 时 , 多边形侧边上迹的性质以及相邻侧边上的迹之间的相容条件 对于
多面体和多边形区域由于边界外法向在棱和角点处的不确定性 , 这就给非光滑函数在其上的
值的定义带来了一定的困难 , 而对于较光滑函数因棱和角的测度 对于边界所在空间而言 为
零 , 我们可以忽略函数在它们上的值而只在这里提 出协调条件
本文主要考虑 算子在 乙 ” 口 空间的最大定义域 △ , 口 中的函 数 在 多
面体边界上的迹 , 并给出了相对于线弹性方程组的类似结果
本文 , , 。年 月 日收到 , , , 年 月 日收到修改稿
本文的工作是在法国期间 , 在 教授指导下完成的
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二 、 预 备 知 识
设 口 是 中一具有 边界 ‘ 的有界开集 , “ 是在 口 及其边界上都连续的
函数 , 即 “ 〔 夕 若将 “ 限制在 夕 上
丫 , “ 。。 ,
则 翔 〔 夕 当 〔平吞口 时 , 我们不能保证 “ 在 口 上的连续性 , 但我们有
定理 设口 是 中一具有 比 边界 。 的有界开集 。 那么定义在 , 口 上
钓映照 ” , 可以唯一地连续延拓为 平玉口 到 平尸叹 口 上的映照 这一映照 有一
独立于 的右连续的逆
由于延拓是唯一的 , 以后我们将延拓后的映照仍记为 。 在较弱的意义下讨论函数的迹
时 , 我们需要下列 公式叭
定理 设 口 为 , 中一具有 边界 口 的有界开集 。 那么对 任 意 的 “ 〔
秘圣。 , , 〔平喜口 我们有
。、二 一 二 △、二 一 , 李 、。 一 翔 李 ,
,
习 。口 月 行




设 口 为 中一有界多面体区域 , 其边界为 。口 一 厂, , 为口 的第 夕个侧
面
其中









引理 设 为 , 一‘ 中一具有 边界的有界开集 甲 , 叭 〔勿 , 那么 , 存
在 , “ ‘ · , , 使得 加 · ,一 。
, ·箭
。 一 。 , 其中 , “ , ”“ 上无限可微 并 具 有
紧致支撑集的函数的全体 , 并有 尹 ”二梦“ · , 镇 创乳 、吞一琦 “ 。 十 叭 ”二犷峋 , , 其中
在 ,
在 , 一入
在以后各节里我们将 算子在 , 口 中的最大定义域记为
△ ’ 口 一 “ 。 口 △“ ‘ , “
三 、 迹的泛函表示
在下面的讨论中我们将把 , 上定义的函数 , 在 上的限制仍记为 么
定义 设 口 为 中一具有 边界的有界开集 对于 “ 〔 △ 叹口 我们
定义广义函数 亥犷“ ‘ 舒
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, 一
一
一一一一一一一 一一 ‘ ‘ 口
—穿 , , , 》, 、二 , 落 ·、一 “ , △” ‘二“‘” , 一 △“ , “ , ·‘ ’‘“ , ·对于任意的 , 〔 吞 , 其中 , ,
注 若记 苗 为口上的函数‘ 在 上的零延拓 即 刻 。 一 。 , 刻 气。 一 , 则 在
广义函数定义下
少沪 “ △寿一 △。
命魔 设口 为 中一具有 比 边界的有界开集 , 设 “ 〔 △ 户 口 , 则有
沂砂甲 邵 口 ,
这里 。 犷“ 是指 月犷 。 的支撑集
证 设 , 〔少 叭口口 , 则由定理 容易得到
汾会嘴 。 , , , △, 一 △。 , , ,
这样就得到命题
由 必 , 和 , △, 的可积性我们可以给出 身产 , 的近似表示
命皿 在命题 的假设下 , 对于 。 中的区域系列 口 。 , 。 。 口 一 即 口一
口 , 一 我们有
言
日 , “一 吠犷 “
, 呻 ,
其中 『“ 。 定义为
劣
’“ , , 、 、、 二毒《 · , 一 “ , △“ “ 了 “‘“ · , 一 △“ , ” , · “‘”。 , ·
对任意的 夕 〔 平委 , 宁
定义 乙 设 口 为 ‘ 中具有 比 边界的有界开集 , 我们定义
兮一 军。 。 ‘ 平吞 , 了。 一 ,





· 和 ‘ 号釜都是有定义的 , 不难证明 了和 罗都是 平吞 , 的闭子 空间 ,
设 口 为 中具有 。 边界的有界开集 、 我们定义迹算子 和 分 别
为 户 宁
口 。 △ 乙 , 口 一 军‘ ,
“ , “ 写 、 、丫一 劣“
, “ 飞护 、、二吞。 · , “ ‘ 洲
和
夕 刀 △ , 口 一 今‘ ,
一 “ , “ 梦, 、 一 一劣
, “
, 、·二喜‘ · “ 〔 ,
即 。 一 一劣“ 叮
, “ 一 劣“ 心
由定理 我们容易得到
命石 设 口 为 中具有 边界 。口 的有界开集 , “ 二口 , 贝幼
、 , 一 粤 ⑧。。。
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‘ 一 , 一
伽
, · ’一
了 巫。 口 “ ‘






命题 设 口 为 “ 中一光滑 如 , 级的 有界开集 , 设 。 〔 式 口 则
、。 一 , 孚 。。。。





‘ ‘ , ·卜 ·瓮
, 二 二 、, 一 , 、 , ,
,
, 。。 , ”· 〔‘犷,
‘ 一 , 一 一 豁
二 , , ‘ , , 。。 , , ”· 〔 尤丫·
注 我们可以使 穿 , , 。 , “ 的定义更一般化 ,
我们可在前面的一些定义中将 △。 , 刃 换作 △。 , 岭 ‘ 耐
、 ” 叼
对于 “ 〔 户 口 , △二 〔 导口 ‘ ,
‘ 吧 。 , · 这里 加 , 一 一
四 、 多面体区域上迹的结构形式
在这一节里我们假设 口 是一以 。口 一
一‘ 中的多面体域 , 并假设对任意的
了一
矛, 左 ,






这就是说多面体侧面之间只有棱是相交处 , 也就是说 。 中没有裂纹 有裂纹的情况需单独考
虑 , 由于篇幅的限制这里我们就不加叙述了 我们还设 十 一 , 户
设 甲。 , , 〔必 叭 , 及是 到 司的一个定数 , 那么 , 由引理 存在 尹 才吞 ” 使得




我们可以构造一个函数 必 〔必 , , 它在集合 甲。 甲 在 的一个邻域内 恒 恐
‘ , 并在 厂, 的一个邻域内恒为零 使得
沙
乏夕 甲 , 了乏飞厂⋯一
口 刀花
,




“ , 备二 · , 镬 甲。‘。奋一 , , , 甲 。‘一 , ,
这里 。 一 必尹 , 与 沙无关 或说与 甲。 , 叭 的支集无关 见附录
可作零延拓到 平式 中的函数的全体 仁 ‘ 对于 。 。命式
命奋‘ 是 冬 中
其范数定义为
‘ , 备‘ , 一 硒 二 《二 · , ·
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我们知道 少 是 杯奋 中的稠密子集这样通过连续延拓我们有
命题 对于给定 及, 设 甲 一 甲。, 叭 。矛洲“ 命护“ 几 , 则存在 , 。平汉 · 使
得 和 式成立 。
定理 对于给定 及, 平吞口 上定义的映照 二 ,
刀‘ 乙 口 到 澎犷“‘ 澎犷“ , , ’




, 的邻域内为零 而我们知道 ,
的线性连续算子 。
那么存在 , 〔 圣 , 使得 式成立 , 由于 “ 在
对于 “ 任 式 《。 , , 在光滑边界上邻近是属于
的 , 即 , 〔平二 , 由推论 可得
川衅
。。 。 , 花斋 ,
。
一





, ‘· ‘ “‘,· ,,一‘,
·‘,· 一
成 “ , △ , 。 》 甲 。犷‘, , 。犷,‘ , 。 ·
由 少 必 口 在 命护“ 帝 口 中的稠密性 , 就可以得到定理中的结论
我们将定理 中延拓后的映照记为
一 协备伽 ,
刀 △ 乙 口
, 命犷,‘ 矛犷“ 。 ’
推论
函数 , 有






, 一 。 , ,
, 二 、 ,一 , 》
一恤喘
。 一 , , 宁 , 、二 , , ,
对于 铸 , 我们知道 分训 , 命犷,叹几 是 不犷 平犷‘叹几 中的闭子空间 , 那么
由 一 一 定理
〔‘〕我们可以将 一歇
, ·,“ 延拓为 、、 , , 犷 , ,‘ , , 上的线性连
续泛函 。 下面我们将看到这种延拓的非唯一性可以解释 口 , 上迹的值的定义
“ 、 口“ 、
定义 设 “ ‘ ‘ “ ’ “ , ‘ , 又‘ , 成
,
丽 为 又‘ , 或
, ‘ ,“ 从 评毒一 ’“ ‘ 评‘一‘, ’ ‘
到 平 勺 叹 户 上的延拓 对于 如果是可延拓的 , 我们也作同样的处理 我
们定义广义函数 必“ 任 尹 ”
二 , , , , 、、 , 、 》一 军 一豁,
, 一 二 , ,
, 二 二 , ,一 , 》




一 丫了‘“ , ‘ ’砚 ,
,
,
, 二 二 “ 〔· , ’
对任意的 , 〔 吞
这样我们就有
定理 设 “ 〔 。 口 , 则
免产 “ 必“ 男“ ,
其中 劣
, 。牙石, ‘ , 男 ,
户留
一 ”“ 卜
, 则由推论 有 少内 , 一 男 , , 岭 一 ,
,
证 事实上若我、取 · 。 ,
·
很




若 口 , 则 , 是 。 一 维的
设 口 为多边形 即 。 , , 为多边形的角点 , 则
军为鼠⑧幼
口占 ,
十 习 、“ 见 ‘ ,“ ⑧瓦 成
老寻产 “
军 , 鼠⑧‘巧 习一“
















。竺州 丫 ,“ “ , ’
“ 哎 匀 。
二 。 兰竺




, 。 , , ·
。亡,
证 由定理 得
亥犷“ 一 义 , ,‘
因而有
厌 , 一 习 占“ , ‘
由于 男 。 〔平万, , , 则对 占‘“ , ‘ 必 万 ” 有 矛
我们同样有




身产 “ 一 牙“ 夕 甲号一气 月




© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net
中 国 科 学 辑 年
一 艺 , ‘“, ‘ 习 。。 , , , ,
‘ 众
即对 宁 有
一 军一舞 军 ,
‘“一 革一 ”“ ,
,
“ 一 习 石
·
用这一节给出的结果 , 就可对有集中载荷作用在边界棱和角点上时 班 方程的解的
边值给予一精确的数学表述 。
例 在二维一个扇形域上考虑 。 方程在区域角点作用一集中载荷 , 这时解是以其
极弱形式给出的认性 口 一 , 。 , 。 二
。 〔 口 ,
。 ·△·一
。 , · 。 。 。 ,
这里 口 是所有 △, 〔 。 的变分解组成的 口 中的闭子空间 口 〕 口 。
由前面的结果可以推出 “ 占 如果我们看边界上的情况
“ 。 口“




。 一 “ ,泞 ” , 丽 。 一 。 ”
这里 。 , 必 可以是任意常数 这样
。占 。汀 占 ,
从而有
内 十 ‘ 一
上面的讨论说明角点上的集中载荷可以认为是各边端点作用载荷的和 , 只要其和不变 , 与作用
分配无关




现在我们来构造 必, 使得 二 式中的 与 沪的选取无关 即按下面的构造方法选取的 必可以使 式
中的 与 必无关
利用区域上函数的单位分解定理我们可将问题转化到一个角点的邻域内 , 即研究在一多面体锥‘ 上函数
具有紧致支集的情况 根据区域不包含裂纹的假设 , 可知存在一个锥形域 一般仍可作一多面体锥 使得
厂 , 几 必
、 尹及
为了构造满足条件的 价需要下面的引理 〔” , 它们不难从 “ 不等式得到 。
引理 设 , ‘叫 , , 且 , 有界
。 若存在 , 使得
,
护 ‘, , 不万呻 , ‘ , ’, ’ “ ·
那么我们有
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其中 与 , 。 无关
引理 设 “ “ 耗即 , 且 “ 有界 设 丫 为 砂 的一子集 若 “ 在 , 的一邻域内为零 , 则存在
与 “ 无关的常数 使得 、
一 。 ⋯,— 笼眨 七 即“ 肚 , , 二 、
子二
、一“ ”“ ’‘刃 ‘
’ ” ’
其中 为到 丫 的距离
现在用递归法来构造 功 首先我们假设 ” 二 记 ‘ 为 与单位圆 , 的交 , 即 。 , 。 取 必 呀
团 , 多 。 使得在 厂 夕 的邻域内有
中 ,
,




, 一 , , 一。
令
诱 , 。 二 沪 , 小 。 ,
则有对任意的 。 , 必 〔必 并且
二 〔 ’ 、 , 子。 ‘ “ ‘
因此对 上任一紧致子集 都存在一 , 使得 , 时 〔 二 下面我们来证明这样 的 必 能 使
二 式成立 , 其中的常数 与 。无关
事实上利用前面的引理我们有 因 “ , 绷 ’
艺




























二 二厂二旦二 。一 〔,
了、。
故存在与 。 无关的 使得
沪·“ , 二、妒 成 卜 二委、二二 卜
这样 , 已证明了在 。 时结论是成立的 假设在 。 一 时结论成立 , 现在来证明在 。 时结论也成立 ,
设 此一 , 为 。 一 准情况下得到的 价, 现在令
,
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侧 曰 自 曰 曰曰目曰 ‘ 叫一 “ ,
其中‘ 是一大于 的锥度的常数 , 可以验证 , 帅 价二 , 。 , “ 是一个包含在 。中的锥 , 当 ‘ , 气 趋于 时
这个锥与 几 的交趋于 这样剩下的就是要证明这样的 此 , 。 满足
必 , · “ 二 · 镇 “ , 一 , ·
同前一样这只需证明当 ‘ 、, , 、 时 价二
,











利用 比 不等式和前面的引理可知上式右端的积分项趋于零 , 故 式中的 可选取与 , 。 无关 。 注
意上面要求 卜 川 , , 对于 卜 川护 “ , 口, 其中一个为零的情况 可直接利用前面的引理





, , 少 ‘ 亡‘ , 。 ·
, , , ’ , 了 , 己 。 , , , , , 一
莎 , , 一
, ,
,
谬 , , ,
,
, 一 。,
, , 产, 。仍 , 称 叨 。口 五 房 召 刀 , , , ·
之 , , 乙 了 矛 君 ‘ 日 廿了 ‘ ” 矛 舍亡 尸了 宁“ 正。月 ‘ 户 刃“ 亡了 , , ,
己 , , 户 仍 口 丁汤矛口 尸 口 , 多 了云斑 口了 “ 刀 , ,
,
·
, 二 , , , , , 一
, , 了‘ 五 , ‘ 声 口 考 , 亡 ,
,
, 进 。 。 ‘ 。 占 。尸。 派 , , ‘ , , 一 ·
